UNIDAD

Modelos discretos
de probabilidad

Objetivos

Al findizar launidad, d aumno:

» diginguiray resolvera gercicios de cada uno de los
modeos discretos binomial, ggométrico, binomial
negativo, hipergeométrico y Poisson
reslverd problemas de eplicacion de variable
aleatoriadiscretaeidentificara d modelo empleado






Definicién 6.1

Introduccion

En launidad anterior se analizd € concepto de varigble aleatoria discreta, 2 menciono
U importanciay ademés s hizo énfassen que lasvariables deaoriasno eran s0lo una
representacion masde loseventos Sno que introducen lateoria defundonesa esudio de
las probabilidades, por tanto, s les heredan todas las propiedadesy operaciones de las
funciones En concluson, € esudio de lasvariables aleatorias se puede llevar a cabo de
maneradmilar al delasfunciones

En la presente unidad se andizara una clasficacion de las variables deatorias
discretas més comunes, £ encontrardn su dominio, SU rango y sus parametros mas
comunes, como d valor eperado y lavarianza.

Se comienza con € proceso de variable discreta mas sendillo, Ilamado prooeso de
Bernaulli, quesrvede antecedenteal modelo devariablediscretabinomial. Pogeriormente,
< edudiard un modeo con pruebasindependientes infinitas € moddo geaméricg para
finalizar, los experimentos aleaorios (de pruebas independientes) con & uso del moddo
binomial negativo o de Pasal.

El edudio continla dando un giro hacia los modeos cuyas pruebas en €
experimento son dependientes d moddo hipargeomérian, propicio en @ estudio de las
témicasde calidad, paralos casosen que se realizan muestreos aleatorios (Sn reemplazo)
en pobladionesdivididas en articulos con y Sn defectos

Parafinalizar launidad, se etudiad moddodeRason, e cual s aplicaen laslineas
de eypera, lateoriade inventarios etcétera

La forma de trabgo de esda unidad es la Sguiente: en cada moddo s dan las
definiciones y férmulas corregpondientes para las variables, cdlculo de probabilidades,
digribuciéon de probabilidad, valor esperado y varianza y, por Ultimo, se resudven
gemplos con base en losresultados obtenidos.

6.1 Modelo binomial

Un experimento a menudo consge en pruebas repetidas, cada una con dos posbles
resultados que s pueden etiquetar como édto o fracaso. Por gemplo, a lanzar una
moneda, € resultado que sea objeto de estudio (cara &guila) sera consderado édtoy d
otro resultado (cara sol) seré fracas con probabilidades py g =1 — p, regpéctivamente;
9 los ensayos que e repiten n independientes y la probabilidad de éxito permanece
congante en cadaensayo, d proceso se denomina prooed de Bernaulli, es decir

Un experimento aleatorio se llama de Bernoulli cuando cumple las siguientes tres condiciones

1. El experimento consta de n (numero finito) pruebas independientes.

2. Cada prueba tiene sélo dos resultados: éxito y fracaso.

3. La probabilidad de éxito en una prueba es Py la de fracaso es ( = 1- P y se mantienen
constantes de prueba en prueba.
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Definicién 6.2

A cada una de las pruebas efectuadas en un experimento de Bernoulli se les llama ensayos de
Bernoulli .

Por éitoen unensyo s entiende d cunplimento dela variade aleataria; es decir,
9 lavariable X s define como: “cantidad de articulos defectuosos’, un éxito sera un
articulo defectuoso.

Se condgderaun conjunto de experimentosde Bernoulli. Lavariable que cuantifica
e nimero X de éxitos en n experimentos de Bernoulli s denomina variale aleataria

binomia. La digribucién de probabilidad de esa variable aestoria define d modeo
binomial:

Definicién 6.3

Un experimento de Bernoulli puede convertirse en un experimento binomial si la variable aleatoria
X representa la cantidad de éxitos en N ensayos de Bernoulli; es decir, si los N ensayos que se
repiten son independientes, se genera el modelo binomial para la variable aleatoria X

Bk; n, p)=P(X =k)=Clpg" X, k=0,1,2,3,...,n

A continuacion s presentan algunos gemplos en los que es posble comprobar g
lavariable deatoriadefinidaen @ problemaeso no binomial.

Bemplol 1. Un gdema de tres radares para detectar carros a gran velocidad s ingala en una
carretera. Cada radar funciona de maneraindgpendiente con probabilidad de 0.99 de
detectar un carro que vige con gran velocidad. Se calculala probabilidad de que un
carro que vigaagran velocidad por dicha carretera no sea detectado.

Condderando lavariable aleatoria

X: “cantidad de radares que detectan €l carro que vigiacon gran velocidad”

sedeterminad ede experimento esdetipo binomial.
Comprobacién Esnecesario verificar que se cumplen lascondidones de un experimento binomial.

* d experimento condgeen tresensayos cadauno de dlosdeterminad € radar
detectaono a carro quevigaagran velocidad. Por lascondiconesdel problema
esposhble observar que son independientes

e a pasxr d carro agran veocidad por un radar sdlo puede ocurrir una de dos
COSas que sea 0 no detectado; esdecir, un éxito o un fracaso

 d éxito (Qqueseadetectado) delascondidonesdel problemaseconservacongante
deradar en radar eigual a0.99; deigual manerad fracaso es0.01

A continuad6n s presentan dos gemplos donde no se cumplen las condicones

de un experimento binomial (esdecir, no s cumpleagunade laslastrescondicionesde
Bernoulli).
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2. En & gemplo anterior s cambian las condidones en la deteccion de los radares
de tal forma que en la deteccdn ésos sgan sendo independientes, pero las proba
bilidades de detectar un carro a gran velocidad sean diferentes de radar en radar.
Este no esun experimento de Bernoulli, puesto que no cumple la condicion 3: las
probabilidades de éxito y fracaso son diferentesen losensayos.

3. S = cambialacondidén de independencia de la deteccion de losradares, es decir,
guelaprobabilidad dedetectar del segundo radar dependadel resultado del primeroy
ladel tercero, del ssgundo, no esun experimento binomial, pueso que no secumplen
las condidonesde Bernoulli (condicion de ensayosindependientes).

A continuacion sepresentan dosegemplosen losquesepuedecbservar laimportanda
dedegr losdementosdelamuesracon y Sn reemplazo.

4. Unaurnacontiene diez ederas tresrojasy dete azules Se extraen cuatro, unatras
otracon reemplazo. Sedefine laveriable alestoriadicreta

X: “cantidad de eferasrojasdelascuatro extraidas’
sedeterminad ede experimento esdetipo binomia

Esnecesario verificar quesaunmplen lasaonddanespara que sea un experimento binomial.

Primero, no exige contradicadn en d experimento con respecto alas cantidades,
puesto que al permitirse @ reemplazo s puede extragr cudquier cantidad de eferasrojas

El experimento condge en cuatro ensayos en cada uno de dlos s determina 9
la edfera extraida es roja. Por las condiciones del problema, se puede observar que las
extracdones on independientes, puesto que al volver acolocar laederaen laurna, en la
segundaextraccon setienen lasmismas condicionesinicides esdecir, € primer ensayo
no influye en & segundo.

Al extraer unaederade laurnasdlo puede ocurrir que sea 0 no roja; es decir, un
éxito o un fracasn. El éxito de que la esfera extraida sea roja s conserva congante de
extracaon en extracaon eigual a0.3. Por tanto, € fracaso es0.7.

5. En d experimento anterior se cambiala condiddn y s extraen Slo tres unatrasotra,
pero sn reemplazo; d experimento no eshinomid, puesto que e dteralaindependenda,
ta y como s mendiond en launidad 4 sobreloseventosindependientes

Deegosdosgemplos esposhbleobservar quelacondicion con y n reemplazo
esfundamental parad experimento binomial.
Sedmboliza

P(X =K): “laprobabilidad de que en € epeimentobinomial ocurran k
éxitosde un total de n ensayos’

Ega probabilidad con frecuencia se Smboliza por B(k; n, p), la cual representa
el moddo binamal, donde se quiere tener k éxitos de n ensayos con probabilidad de
éxito p en cada ensayo. Ahora s presentalaformulapara calcular las probabilidades

Dada una variable aleatoria binomial X, y R ={0, 1,..., n}, con éxito py fracaso =1 —p, se
cumple

Bk;n,p)=P(X =k)=CPpfg" ¥, k=0,1,2,3,...,n
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Demostracion  Con d uso de la definicion de una variade aleataria hinomial, se tienen n ensayos de
Bernoulli independientescon probabilidad de éxito py fracaso g=1 — p; como nosinteresa
laprobabilidad de que sean k éxitos para cuando los primerosk ensayos sean exitoos

p-p...pr 0-G...q =p‘g" ¥

—
k éitos n-k fracasos

Faltaria conocer cuéntos de tales productos pueden ocurrir en @ experimento;
de lastécnicas de conteo (unidad 3) se sabe que podemos acomodar ky n — k eementos
igualesde

n

Cy = , formas

n!
ki(n—k)!’
de donde s= deduce

P(X k) annk

En un modelo binomial ladistribucon deprobabilidad esddadapor ladefinicion 6.4.

Definicién 6.4
Se llama distribucion de probabilidad binomial de una variable aleatoria binomial al conjunto de
parejas (K, B(k; n, p)), parak =0, 1,..., n
Con d dguiente teorema s comprobara que efectivamente la definicion anterior
straadeunadigribucion deprobabilidad, esdecir, lasumadetodassus probabilidades
esigual auno.
Teorema 6.2

Dada una variable aleatoria binomial X, con distribucién (K, B(k; n, p)), para k=0, 1,..., n, con
éxito Py fracaso =1 —p, entonces

ZB(knp) zCn knk

Demostracion Lademostracion se obtiene del binomio de Newton
n
@+h)" =3 clap™
k=0
cona=pyb=q=1-p Seaudituye

zannk p+q)n:(1)n:1

Para terminar con d estudio del moddo binomia, se deducen las formulas para
calcular lospardmetrosde valor eperadoy lavarianza.
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Teorema 6.3

El valor esperado vy la varianza de una variable aleatoria discreta X con distribucién binomial, que
consta de N ensayos, con éxito Py fracaso =1 —p, son

8 E(X)=np
B V(X)=npq

Demostracion @) Con d usn deladefinicion de valor eperado de unavariable deaoriadiscreta para
ladigribuddn binomal, setiene

n
E(X):zkcl?pkqn—k =OCn O n— O+zkcn k \n—-k ZkCn k n—-k
=0

Al hacer € cambio devariablek=m+ 1, cuandok=1=m=0yk=n=
m=n-1

n-1
E(X)= Y (m+1)Cp.1p™ g™ (™Y = pz (m+1)Cp, ,pMg™ D™

m=0

De laspropiedadesde combinatorias, stiene

(m+1)Ch., =nCh?

donde
n-1
E(X)=np>_ Cp pTgm ™
m=0
Con d uso de
n-1
>R Y M= (ot =1
m=0
entonces

E(X)=np
b) Con d teorema5.2 paracalcular lavarianza

V(X) = E(X%) - [EX)?

n n
V(X) =3 KCip g K~ [EX)P = 3 (K -k +K)Cip'q™ ¢ - (np)®
k=0 k=0

n n
= 3 kk-1)Cgpq" *+ > keppfa™ € — (npy
,O |

n
= 0(0-2)Cgp°a" © +1(-1)Clp'g™ * + 3 k(k-1)CRPqM +

Al hacer € cambio devariablek=m+ 2, cuandok=2=m=0yk=n=
m=n-2
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n-2 n-1
V(X)= 3 (m+2)m+1)Ch 2p™ " (™2 = 2 3" (m+2)(m+1)Ch, 5p g™ 2™
m=0 m=0

De laspropiedadesde combinatorias, s tiene
(m+2)(m+1)C.2 =n(n-1)Ch-2

n-2
V(X)=n(n-1)p* 3" Ch 2p"d™ 2 ™ + np— (np)?
m 0

como
n-2
> Ch g -1
m=0

entonces

V(X)=n(n-1)p? + np—(np)? = (np)? — np? +np— (Np)* = np(L - p) = npq

Nota  Pararesolver problemas sobre modelosde variable discreta, se recomienda seguir lostres
pasosdguientes

I. Ddinir lavariadlealestoriaen esudio.
[1. Identificar d moddod que pertenece lavariable definida.
I11. Aplicar lasfarmulascorrespondientes parad calculo de probabilidades vaor
eyerado y varianza.

Hemplo2 1. Un ggemade tres radares para detectar carros a gran velocidad s indala en una
carretera. Cada radar funciona independientemente, con 0.99 de probabilidad de
detectar un carro que vigia con gran velocidad. Condderando alavariable aestoria
X: “e nimero de radares que detectan a carro que viga con gran velocidad”, s
calcula

a) ladigribucion de probabilidad paraX
b e vaor eperado ylavarianzade X

Procedimiento I.En ede gemplo € primer punto parala solucion de problemas ya se llevd a cabo,
puesto que lavariable ya se definio

X: “el nimero de radaresque detectan al carro que vigacon gran velocidad”

.Identificacion del moddo. Es de digribucién binomial, pueto que en € gemplo
anterior 1, resulté que X tiene unadgribudon binamial con R ={0, 1, 2, 3}.
[11. Aplicacion de lasformulas Setiene

a) dd teorema6.1, parap=0.99yq=0.01 rexulta

P(X = 0) = C3(0.99)°(0.01)% = 0.000001
P(X =1) = C3(0.99)! (0.01)? = 0.000297

P(X =2) = C3(0.99)?(0.01)! = 0.029403
P(X = 3) =C3(0.99)3(0.01)° = 0.970299
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b de teorema6.3, = obtiene

E(X) = np=3(0.99) =2.97
V(X) = npg = 3(0.99)(0.01) = 0.0297

2. Unaurnacontiene diez ederas, tresrojasy Sete azules Se extraen cuatro, unatras
otracon reemplazo.

a) determinar cudntasedferasde lasextraidas s eperasean de color azul
b cacular laprobabilidad de que d menosdos sean azules

Procedimiento |. Definicion delavariable

X: “cantidad de efferasazulesde las cuatro extraidas’

[1. Identificacidén dd modelo. Ya e llevd a cabo, puesto que en & gemplo 1, numeral 4,
resultd que X tieneunadigribucion binomia con

R(={0, 1, 2, 3, 4},p:%:0.7yq:—:0.3
[11. Aplicacion de lasformulas

a) dd teorema 6.3, E(X) =np=4(0.7) =2.8
b P(X =2)=PX =2)+P(X =3)+P(X = 4) o por su complemento, resulta

P(X >2)=1-[P(X = 0) + P(X =1)]

Con € teorema6.1, paraloscélculos

P(X =0) = C3(0.7)°(0.3)* = 0.0081
P(X =1) =C}(0.7)}(0.3)* = 0.0756
donde

P(X =22)=1-[0.0081+ 0.0756]=1-0.0837 = 0.9163

3. Deunaproducdén de tornillos 10% resulta con defectos S se toma una muedra
de diez tornillos, s calcula la probabilidad de encontrar no més de dos tornillos
defectuosos

Procedimiento |. Definicion delavariable

X: “cantidad de tornillosdefectuososen lamuestra’.

[1. ldentificacion del modeo. Se tiene que 10% de la producdon de tornillos es
defectuosa, ese porcentge s condderainvariable en los ensayos del experimento y
por consguiente losresultados seran independientesy lamuestraesfinitan = 10.

Cadaque s=anaice un tornillo puede ocurrir sdlo un caso, 0 esdefectuoso 0 no, es
decir, stiene Unicamente uno de losdos resultados
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El éxito p = 0.10 consste en que d tornillo sea defectuoso, y € fracaso q = 0.90;
ambos son congantes de ensayo en ensayo.

Como cumplié con las tres condiciones de Bernoulli, la variable tendra una
digribucién detipo binomial.

[11. Aplicacion de lasformulas Setiene
P(X <2)=P(X =0)+P(X =1) + P(X = 2)

Con d uso delaférmuladd teorema6.1, en cadaunade las probabilidadesanterio-
resy efectuando los calculos correspondientes stiene

P(X <2) =C(0.1)°(0.9)'° + C1°(0.1)}(0.9)° + cX°(0.1%(0.9)® 0.9298

Se puede concluir que espoco probable (1 — 0.9298 = 0.0702) que setengan masde
dostornillosdefectuosos en unamuesradediez

A continuacion s presenta una serie de hisogramas para la distribucion
binomial, con diez ensayos y diferentes valores de p, desde 0.1 hasta 0.9; donde
podemos apreciar que la digribucdn binoma esmas smérica cuando d valor dep
aproxima a 0.5, mientras que paralos valores més algjados se observa un sesgo en
Su comportamiento.

En edas gréficas se puede observar queladigribucion es sesgpda. Cuando p < 0.50
s*tieneun =0 aladerecha, mientrasque en losvaloresde p> 0.50, d sespo esala

izquierda
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p=0.40 P=0.60

Probabilidad

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variable aleatoria Variable aleatoria

p=0.50

Probabilidad

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variable aleatoria

Edasgdficasayudan acomprender méslasmetriadeladigribucdn binomial con
regpecto apy 1 —pcuando ptiende a0.50.

Hercicio 1

1. Larevison aduanal en € aeropuerto seredlizadeaoriamente mediante un ssméaforo,

9 a pasar unapersona s activalaluzroja, s revisan suspertenendas en caso de
activarse laluz verde, d vigero pasa gn revison. La luz roja gparece con 10% de
frecuencia. S s=etoma unamuedrade 18 personas calcula

a) laprobabilidad de quetreso més sean revisadas
b laprobabilidad de que menosde cinco sean revisadas
0 del00 personas guantas  eyperaque sean revisadas?

S en generdl, quince de cada 100 hijosde padresacohdlicos nacen con deficiencias
figcas o mentaes

a) cacula la probabilidad de que de los proximos diez nacimientos (de padres
acohdlicos), por Io menosdos nifiosresulten con deficienciasfiscaso mentales

b delosproximos20 nacimientos (de padres alcohdlicos), calcula cuantosnifiosse
eperague no tengan deficienciasfiscaso mentaes

Una méguina produce generalmente 5% de articulos defectuosos. Se toma una
muedraa azar de ocho articulos S ésta produce mas de dos objetos defectuosos,
< revisratodala producdon.

a) calculalaprobabilidad de que ocurralaingpeccion

b caculacudntosarticulos s eperaque no resulten defectuososen unamuedra
de 50



180 ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

4. Un examen conda de 20 preguntasde verdadero y falso. Un esudiante que no s
ha preparado decide lanzar a aire una moneda pararesponder; anota verdadero
lacaradelamonedaessol yfaso s escaradguila

a) d paragprobar d examen tiene quecontestar por lo menos70% delaspreguntas
correctamente, calculala probabilidad de que pase & examen

b calcula la probabilidad de que contese a lo més la mitad de las preguntas
correctamente

5. Deciertapobladon 10% sufre diabetes. S se sHeccionan 20 personasa azar

a) calculalaprobabilidad de que al menosdos de estas personas sean diabéticas
b caculalacantidad de personas que s esperasean diabéticas

6.2 Modelo geométrico

El modelo binomia que seandizd proporcionarespuestaaunagran cantidad de problemas
con pruebasindependientes Sn embargo, en lapracticacon gran frecuenciaseencuentran
otro tipo de problemas (también de ensayosindependientes que, a diferenciadd modelo
binomial, no tienen unacantidad finitade pruebaspor redizar Sno que e experimento s
terminahasaque ssobtiene d primer éxito. A edetipo de modeo s lellama geométrico
(debido asu formulapara cacular susprobabilidades).

Definicién 6.5
Un experimento aleatorio se llama geométrico si cumple con cuatro condiciones
1. El experimento consta de ensayos independientes.
2. Cada ensayo tiene sélo dos resultados: éxito y fracaso.
3. La probabilidad de éxito en un ensayo es Py la de fracaso g =1 —p, y se mantienen constantes

de ensayo en ensayo.
4. El experimento termina cuando se obtiene el primer éxito en un ensayo.

Despuésde definir d experimento, se proporciona unadefinicion paralavariable
aleatoriacorrespondiente.

Definicién 6.6

Se llama variable aleatoriageométrica  ala variable aleatoria discreta X, definida en un experimento
geométrico, que representa la cantidad de pruebas necesarias hasta obtener el primer éxito.

A continuadon se presentan algunos gemplosde variable aleatoria geométrica.

Eemplo 3 1. Al lanzar unamoneda e definelavaridble deatoria

X: “cantidad de lanzamientos hasta que resulte cara &guild’

2. S 35% de una poblacién eta afavor de un candidao, s puede definir la variable
aleatoria

X: “cantidad de personas que se vaaentrevisar a azar hasta obtener
laprimera que esté afavor del candidato”



Teorema 6.4

Demostracion

Definicién 6.7

Nota

Teorema 6.5

Demostracion

UNIDAD 6 * MODELOS DISCRETOS DE PROBABILIDAD 181

3. S unamaquinade refrescos suministraun poco mas de 200 ml por vaso y derrama
5% derefresco, se definela variable aleatoria como

X: “cantidad de vasos despachados hasta obtener uno que se derrame’

Se amboliza por G(k; p = P(X = K) ala probabilidad de que d primer éxito
ocurraen d ensyo k. La férmula para calcular las probabilidades de un modelo
geométrico etadadaen € dguienteteorema

Dada una variable aleatoria geométrica X, con éxito Py fracaso =1 — p, entonces

Gk;p)=PXX =k)=Ip, k=1, 2, 3....

Con € uso deladefinicion de variable aleatoria geométrica, setiene que lasprimeras
k — 1 pruebas on fracasos e independientes con probabilidades =1 — p. Mientrasque
la k-6sma prueba es d primer éxito, y también es independiente con probabilidad de
éxito p. Donde

PX=k)=q-q-...-q-p=¢p
aa..-q

k-1 veces

Después de encontrar la férmula para @ cllculo de probabilidades s define la
digribucion de probabilidades corregpondiente.

Se llama distribucién de probabilidad  de una variable aleatoria geométrica X con éxito P alas

parejas (K, G(k; p)), parak =1, 2,...

De ladefinicion de varigble aleatoria con distribucion geométrica s debe observar que
e rango de la variable, a diferencia de la binomial, comienza en uno y no termina, es
decir, esinfinito.

Después de definida la digribucién geométrica, se verifica que la definicion s
refiereaunadigribucion de probabilidad.

Dada una variable aleatoria geométrica X con distribucién (K, G(k; p)) para k =1, 2,..., con éxito p
y fracaso =1 —p, entonces

S Gkp) = dp=1
k=1 k=1

Seobtiene con d uso dela progresdn geométrica
1_qk+1

1+q+~--+qk=

vl limite lim o<=0,parad<qg<1
—>o0
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> Glp)= 3¢ Tp= p Jim Zq“—phml @ _ptoplg
k1 k1 N-o 1-q 1-9 " p

Finalmente, s obtienen las férmulas corregpondientes a los calculos del vaor
eerado y la varianza de una variable con digribucion geométrica, eso Ultimo con d
uso del sguiente teorema, € cual no s demostrarg, debido a que es necesario tener
conocimiento de series numeéricas convergentes

Teorema 6.6
Dada una variable aleatoria discreta X con distribucién geométrica, con éxito Py fracaso =1 —p,
entonces se cumple
EX) =+
p
V(=2 ra
En los moddos geoméiriaos se presentan con frecuencia probabilidades de lostipos
P(X <k) o P(X = k+1), por lo que es conveniente tener formulas adecuadas para sus
cdlculos
Teorema 6.7

Dada una variable aleatoria discreta X con distribucién geométrica, éxito Py fracaso 0 = 1 — p,
entonces

PX <k)=1-0f, P(X =k+1)=P(X >k)=d¢, parak=1, 2,...

Demostracion Laprimer férmula, P(X < K), se deduce de las definicionesde distribucon geométrica, yla
sumatoria de una progresén geométrica

k
PX <k) =3 poi —qu'l qu p Z =1-¢

i=1
Lasegunda férmula se obtiene por € complemento de laprimera

P(X 2k +1)=P(X >K)=1-P(X <k)=1—(1— ) =

Para @ célculo de probabilidades de un moddo gaoméirico se verificaran las tres
condidones de Bernoulli o binomiaes

Bemplo4 1. S 25% deunapoblacién etaafavor deun candidato paralaséeecciones
presdendaes a momento de realizar entrevigas

a) seobtienelaprobabilidad de quelaprimer personaque etéafavor del candidato
s encuentre despuésde la quinta personaentrevisgada

b cacular cuantas personas & eypera entrevigar haga encontrar la primera que
eséafavor del candidato
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|. Definicion delavariable

X: “cantidad de personasque seva aentrevistar aleatoriamente hasta
obtener laprimera que esé a favor del candidato”

[1. Identificacion del modelo. Yase llevo a cabo puesto que en d gemplo 3, numeral 2,
< obtuvo que X cumple con unavariable gegométricacon p=0.25y gq=0.75.
.Aplicacion de lasférmulas

a) dd teorema6.7, P(X > 5) = ¢ = (0.75)° = 0.2373
b de teorema6.6, E(X)=1/p=1/025=4

2. Unjugador de baloncesto acierta 80% de suslanzamientosdetiroslibresalacanasa,

por partido. Se calcula la probabilidad de que en 9lo uno de los Sguientes cinco

partidos anote su primer canaga de tiroslibresdegpués del segundo lanzamiento. Se

upone que las condidones de juego, de partido en partido, son independientes
Sedefinelavariable deatoria

X: “cantidad de lossiguientescinco partidosen que anota unacanasta
después del segundo lanzamiento”

Delacondidén deindependenda, X tiene unadigribucon binomial conn=5y
éxito p Paraencontrar € valor de p es necesario recordar su sgnificado: p representa

e éxito de X, esdecir que en un partido € jugador anota una canasa después del
segundo lanzamiento.

Paracalcular d valor de p, primero se definelavariable deatoria

Y: “cantidad de lanzamientosen un partido hasaanotar su primer canastd’

Como e puede observar, Y tiene digribucion geométrica con p, = 0.80
subindice se emplea para diferenciarladel éxito de X).

p=P(Y >2)=cf =(L-py)* = (1-0.80)* =0.04
Finamente, por definicion de variable binomial
P(X =1) = C{pg* = 5(0.04)(0.96)* = 0.16987

Para condluir € egudio de la digribucion geométrica, £ andiza que éta es
segpda hacialaderecha

p=0.80

Probabilidad
© O O ¢ o
o ©
0.800
Probabilidad

0.160

o

o Pk
0.032
0.006
0.001
0.000
0.000
0.000

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Variable aleatoria Variable aleatoria
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Hercicio 2

1

Unaméguinade refrescossuminigraun poco masde 20 ml por vaso y derrama 5%
de losvasos despachados Definimosalavariable aleatoria

X: “cantidad de vasos despachados hasta obtener el primero que se derramard”

Consderaquelaméaguinadespachad liquido de maneraindependiente vaso
con vao y calculalaprobabilidad de qued primer vaso que se derrame sea depués
del quinceavo.

Tres personas en una cafeteria lanzan monedas a aire la cara que reaulte diginta
pagara la cuenta. S los tres resultados son iguales e lanzan las monedas nueva
mente hasa que reaulte unadiginta.

a) calculalaprobabilidad de que s necesten masde cuatro intentos para obtener
un perdedor que pague la cuenta
b determinaen quéintento s egperatener a perdedor

Un ingpector encontrd que en sBisde diez tiendas que visto se presentan irregula
ridades S d ingpector vistaunaseriede tiendasal azar, calculalaprobabilidad de
que

a) s encuentrelaprimeratiendacon irregularidades degpués de revisar la cuarta
tienda

b determina cuantas tiendas s egpera que viste para encontrar la primera con
irregularidades

En un lote de articulos hay 3% de defectuosos. S se toman articulos al azar, uno
trasotro, haga encontrar uno defectuoso, calcula la probabilidad de encontrar uno
defectuoso después deingoecdonar cinco.

Seegimaque 70% de unapoblad 6n de consumidoresprefiereunamarcaparticular
de paga de dientes, A, calculala probabilidad de que a entrevigar a un grupo de
consumidores

a) s tengaqueentrevidar exactamente atres personas para encontrar @ primer
consumidor que prefierelamarcaA

b stengaqueentrevigar por lo menosadiez personas paraencontrar € primer
consumidor que prefierelamarcaA

6.3 Modelo de Pascal o binomial negativo

El modeo de Pascal esla combinacion entre los modelos binomia y geométrico. En d
modedo de Pascal losensayos del experimento e realizan hagta obtener  n€amo éxito.

El modelo s formaliza con lasguiente definicidn.



Definicién 6.8

Definicién 6.9

Bemplo 5

Teorema 6.8

Demostracion
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Un experimento aleatorio se llama de Pascal o binomial negativo , cuando cumple las cuatro
condiciones siguientes

1. El experimento consta de ensayos independientes.
2. Cada ensayo tiene sélo dos resultados; éxito y fracaso.
3. Laprobabilidad de éxito en un ensayo es Py la de fracaso g = 1- P, y se mantienen constantes

de ensayo en ensayo.
4. El experimento termina cuando ocurre el N-ésimo éxito.

A la variable aleatoria discreta X, definida en un experimento de Pascal que representa la cantidad
de pruebas necesarias hasta obtener el N-ésimo éxito, se le llama variable aleatoria de Pascal o
binomial negativa .

Al lanzar unamoneda s definealavariable deatoria
X: “cantidad de lanzamientos hasta que resulten cinco caras aguila’

En unapobladon, 35% esdafavor deun candidato paralaseleccionespresdenciaes
Sedefinelavariable alestoria

X: “cantidad de personasque se entrevigardn al azar hasta obtener
ladécima que esé afavor del candidato”

Unaméguinade refrescos suministrapoco méasde 20 ml por vaso y derrama 5%. Se
definelavariable aleatoria

X ="“cantidad de vasosdespachados hasta obtener el tercero derramado”
Sesmbolizalaprobabilidad de qued n-€smo éxito ocurraen € k-€mo ensayo,

Pagk;n,p) = P(X = k).

Dada una variable aleatoria de Pascal X, con éxito Py fracaso =1 — ) entonces

Pagk;n,p) =P(X =K) =CK1p"* "k=nn+1,n+2,n+3,..

Con ladefinicion devariable deaoriade Pascal setienequeen lasprimerask—1 pruebas
hay n—1 éxitosy k— n fracasos mientrasque lak-€mapruebaesd n-é3mo éxito, todas
ellas on independientes con probabilidad de éxito py fracaso g = 1 — p. D modeo
binomial, se sabe quelasprimerask — 1 pruebas pueden ocurrir de

(ool il

En vigade quela k-éama pruebadebe s=r éxito, setiene

Pask;n,p) = Cyy 3p" ' "p=Cy 1p"q "
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Definicién 6.10

Se llama funcién de probabilidad de Pascal o binomial negativa a

Pagk;n,p) x=n, n+1 n+2,...
0, X£N N+l n+2,...

D(X)={

y a las parejas correspondientes (K, p(K)), parak=n,n+ 1, n+2...., se les llama distribucién
de probabilidad de una variable aleatoria binomial negativa .

A continuaddn, £ enuncia, Sn demostracion, € teorema que muestra que
efectivamente las paregjas anteriores e refieren aunadigribucion de probabilidad.

Teorema 6.9

Dada una variable aleatoria discreta X con distribucién binomial negativa (K, p(K)), para k=n, n+ 1,
n+2,..., con éxito Py fracaso =1 —p, entonces

> Pagkin,p)= Y Crapd " =1
k-n k—n

De forma amilar, se formulara e teorema que muesre las férmulas para calcular
e valor eperado ylavarianzade unadigribucion binomia negativa
Lademostracién del teorematambién se omitiradada su extenson.

Teorema 6.10

Dada una variable aleatoria discreta X con distribucién binomial negativa (K, p(K)), para k=n, n+ 1,
n+2,..., con éxito Py fracaso q=1 —p, entonces

EX)=2

o

vx)—a=p)

v

Bemplo6 1. Enunapobladon, 35% etaafavor deun candidato paralaseecconespresdenciaes

a) < caculalaprobabilidad de quelatercer personaque eté afavor del candidato
sealaquintapersonaentrevisada

b e cdcaulacuantas personas se eperaentrevidar paraencontrar laterceraque esé
afavor dd candidato

Sedefinelavariable deatoria

X: “cantidad de personas que se vaaentrevisar a azar hasta obtener
laterceraque esé afavor del candidato”

X tienedigribucion de Pascal; por tanto, de losteoremas 6.8 y 6.10, sstiene

a) Pag5; 3, 0.35)=Cip°f = 6(0.35)°(0.65)° = 0.1087
b EX)=n/p=30.35=857
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2. Una méaguina de refrescos suminigra un poco méas de 20 ml por vaso y derrama
5%. Se calcula la probabilidad de que @ segundo vaso derramado sea @ décimo
despachado.

Se puede definir lavariable deatoria

X: “cantidad de vasos despachados hasta obtener el segundo derramado”

Pag10; 2, 0.05) = Cp?cf = 9(0.05)%(0.95)® = 0.0149

Bercicio 3

1. Un contador encontrd que nueve de diez auditorias a compafiias contienen errores
importantes S € contador revisalacontabilidad de unaserie de compafiias, calcula
laprobabilidad de que:

a) laterceracontabilidad con errores susanciales sealaoctava revisada
b lasegundacontabilidad con erroresimportantesse encuentre despuésderevisar
latercera

2. Un explorador perforaraunaseriede pozospetrolerosen ciertaareahasaencontrar
uno productivo. La probabilidad de que tenga éxito es 0.2, calculala probabilidad
de qued segundo pozo productivo s encuentre hasta e décimo pozo perforado.

3. Delosagpirantes paracierto trabgo indugrial 30% tiene entrenamiento avanzado
en programadon. Losaspirantesson entrevigadosuno trasotroy sdeccionadosal azar.
S unaempresa necedtatres apirantes con un entrenamiento avanzado en progra-
meacion, calculala probabilidad de encontrar € tercer agpirante con un entrenamiento
avanzado en programacion hasala vanteavaentreviga

4. Sesabequeunamonedaegacargadade formatal que, laprobabilidad de que Alga
caraaguilaescuaro veceslade que lgacarasol. S lamoneda selanza varias veces
calculalaprobabilidad de que se necesten menosde dnco lanzamientos paraobtener
lassgundacaraguilay cudntoslanzamientosseegperaredizar paraobtener latercera
carasol.

6.4 Modelo hipergeométrico

Los dos modelos esudiados hasta ahora e refieren a pruebasindependientes pero, qué
pasa cuando las pruebas de los experimentos no on independientes Por gemplo, en
una empresa es necesario efectuar chegueos congantes de la producd6n con € fin de
[levar un buen control de calidad. Al realizarse d muestreo, éte tendra que hacerse sn
reemplazo; de esxe modo, s determina que las pruebas son dependientes Por tanto, no es
posbleaplicar ninguno delosmoddosesudiados El problemaanterior se solucionacon
unanuevavariable deaoriaalaque s [lama variable aleataria hipergaomérica.

Un modeo probabilistico sera de tipo hipergeométrico cuando los experimentos
gue s realizan con regpecto aun evento E on tales, que susprudisasno son independientes
En egos modeos s condgderan lotes de articulos, los cuales egén congituidos de
dementosdivididosen dosclases El experimento consseen eegir unamuedradel lote
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dnrearplazoy calcular las probabilidades cuando sus dementos pertenezcan aunadelas
clases Paraformalizar € modeo, setiene lasguiente definicion.

Definiciéon 6.11
Un experimento aleatorio se llama hipergeométrico si cumple las siguientes tres condiciones:
1. El experimento se realiza considerando un lote de tamafio N, en el cual sus elementos estan
divididos en dos clases de tamafios My N —m.
2. Setoma una muestra de tamafio N, sin reemplazo del lote.
3. Se calculan las probabilidades de que k elementos de una de las clases estén en la muestra de
tamafio N.
A las cdlases = les llama édtos y fracass para conservar la terminologia de los
modelosanteriores
Al introducir un modelo nuevo es necesario nombrar las variables aeatorias que
Sean necesariaspara su esudio.
Definiciéon 6.12

La variable aleatoria discreta X definida en un experimento hipergeométrico que representa a la
cantidad de elementos que se encuentran en la muestra perteneciente a la clase de éxitos, se llama
variable aleatoria hipergeométrica

A continuacion s presentan dosgemplosde varigbles deatorias hipergeométricas

Bemplo7 1. Unaurnacontiene quince ederas, cinco rojasy diez azules Setomaunamuedrasn
reemplazo de cuatro esferas Espodble definir lavariable deatoria

X: “cantidad de eferasazulesde la muestra’

2. En un lote de 20 autos usados s tienen cinco descompuestos. Se toma una muestra
9n reemplazo de tresautos. Esposble definir lavariable deatoria

X: “cantidad de carros descompuestos en la muestrad’

Se dmboliza por H(k; N, n, m) = P(X = k) la probabilidad de que exigan k
éxitos en lamuestra de tamafio n, tomada sn reemplazo de una poblacion congituida
Unicamente de dos dases (éxitosy fracasng, y de tamafio N en laque s encuentran m
dementosdeladase de éxitos

A continuadidn se presenta una formula para calcular las probabilidades de
variabes aleatarias hipergeométricas

Teorema 6.11
Dada una variable aleatoria hipergeométrica X, con Méxitos en una poblacién de tamafio N, de la
cual se elige una muestra al azar de tamafio N, entonces
CmCme
H(k;N,n,m) = P(X =k) =k—,(‘l’k,méx{n+ m-N, 03<k <min {n,m}
Cn
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Definicién 6.13

Nota

Teorema 6.12
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Para obtener laférmula, se emplealadefinicion dadcade probabilidad.

Para la cantidad de elementos del espacio muedral s tiene que una muedra de
tamafio n s puede tomar Sn reemplazo de un lote de tamafio N de Cﬁ maneras

Igualmente, la toma de k dementos de la dase de éxitos s puede redizar de Cf'
maneras Y finamente los regantes n — k eementos de la muesra s toman de la dase
defracasosde Cﬁjkm maneras. Por tanto, del principio de multiplicacion, lamuegtra que
contengak éxitosy n— k fracasos se puede obtener de C'CN\ maneras

Con ladefinicion cléscade probabilidad y dividiendo ambosresultados, setiene
e

N
n

Para concluir la demostracion falta verificar que k sdlo puede tomar valoresen d
rango max fn+m-N, 03 <k <min §n,m}

La acotacion anterior es vdlida puesto que k no puede ser mayor a tamafio de la
muestra n ni tampoco mayor ala cantidad de eementos de la clase de los éxitos m For
tanto, se concduye k< min ¢§n,mz.

La acotacion sguiente s obtiene puesto que k no puede ser negativo ni menor a
cero. Cuando n> N —m, k no puede ser menor alacantidad n— (N —m) =n+m-—N. Por
tanto, se concluye méx fn+m—N, 03 <k.

Al combinar las dos acotaciones anteriores queda demostrado

H(k;N,n,m)=P(X =k) =

max {n+m-N, 0y<k<min{nm}

Despuésde encontrar laférmulaparad calculo de probabilidades de lasvariables
aleatorias hipergeométricas, se definird su digribucion de probabilidades

Dada una poblacién de tamafio N con M éxitos y de la cual se toma una muestra de tamafio N sin
reemplazo, se llama distribucién de probabilidad  de una variable aleatoria hipergeométrica
X alas parejas (k, H(k; N, n, m)), donde

max {n+m-N, 03<k<min{n,m}

Deladefinicion de variable aleatoriacon digribuadn hipergeométrica, se debe observar que
e rango de lavariable no necesariamenteiniciaen cero o en uno.

Despuésde definir aladigribucion hipergeométrica paracomprobar 9 sstratade
unadigtribucion de probabilidad, s anadlizara d sguiente teorema. Su demostracion s
realizacon base en lascombinatoriasy d prindpio de multiplicacion; agui se omitirépor
no tener mayor trascendencia

Dada una variable aleatoria hipergeométrica X con distribucién (K, G(K; p) con méxitos, en un lote
de tamafio N en el cual se elige una muestra sin reemplazo de tamafio N, entonces

min §n,m} min{n,m} N-m
> HkNam= Y {—C'Tgnk }:1
n

k=méx n+m-N, 0} k=méx {n+m-N, 0}
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Finalmente, se presentan lasférmulas paracalcular d valor eperado ylavarianza
de unavariable aleatoria con didribuddn hipergeométrica, las cuales se encuentran en d
sgguiente teorema, donde también se omitird su demostracon.

Teorema 6.13
Dada una variable aleatoria hipergeométrica X con distribucién (K, G(K; p)) y con méxitos, en un
lote de tamario N en el cual se elige una muestra sin reemplazo, de tamafio N, entonces

m
E(X)= n(ﬁj
N N/N-1

En la solucion de problemas, a diferencia de las otras dos digribuciones es mas
sencillo identificar a los modelos hipergeométricos por la condicion de la toma dn
reemplazo. Pero lospasosa seguir en lasolucion de problemas son losmismos ddiniadn
delavariadg idetificaddn y aplicad én defarmulas para loscalculos

Bemplo8 1. Unacgacontiene 20 discos duros para computadora, colocadosen forma vertica y
dn encimarse. Sesupone que hay tresdefectuosos S setoman d azar cuatro de ellos
< calculaladigribucion de probabilidad para

X: “cantidad de defectuosos en lamuestra’.

Procedimiento |. Definicidn delavaridble. X yaetédelimitada
[1. ldentificacién del modelo. La muestrase tomasn reemplazo y lasclases en que s
divided lotede discoson dos buenosy defectuosos Por tanto, X tienedigtribucion
de tipo hipergeométrico con N = 20 y cantidad de discos defectuosos m = 3. La
muesra eegidaesde tamaiio n=4.
1. Aplicacion delasformulas Setiene
Parad rango de X, sstomaen cuenta

max{n+m-N, 0}y<k<min{n, m}
Por tanto,
méx {4+3-20, 0y<k<min{4, 3} edoesO0<k<3

Las probabilidades s calculan con losresultadosdel teorema 6.11

3~17 3-~17
P(X =0) = 00204 _2380 0.4912, P(X =1) = 01203 _2080 6 on
c® 4845 c20 4845
17 17
P(X =2)= Cgfoz _ 4% 0084, P(X =3)= Cgfg _ Y 00035
Cs 4 845 o) 4 845

2. Enunlotedediezcomponentese ectronicosen buen estado seagregan tresdefect uosos
Una personacompra cuatro de tales componentes parareparar televisores s calcula
laprobabilidad de quelapersonatengaqueregresar areclamar a vendedor por haber
obtenido componentes defectuosos
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Procedimiento |. Définicidn delavariable.
X: “cantidad de componentes defectuosos en la muestra’

[1. ldentificacién del modelo. Por lascondicdonesdel problemasededucequelamuestra
s tomo Sn reemplazo; ademés de que d tamafio del lote esfinito eigual atrecey
lo s tienen dos clases de componentes, buenosy defectuosos. De eso, se deduce
que X esunavariable hipergeométricacon N =13, n=4, m=3.

[11. Aplicaciéon delasformulas Por lascondicionesdel problema, se sabe quelapersona
reclamara 9 un componente resulta defectuoso. Por tanto, la probabilidad que s
debe calcular es

3~10

PX>1)=1-P(X =0)=1— 02?34 ~1-0.2937 = 0.7063
4

Este resultado indica que probablemente € comprador regresara areclamar.

3. Unadelasméguinas paraeaborar tornillos milimétricos se descompuso, por lo que
unagran cantidad de tornillosresult6 defectuosa. Paratratar de evitar pérdidas, en
cada cajade 30 tornillos s colocan cinco defectuosos (25 sn defectos. El vendedor
de tornillos comienza a recibir reclamos debido a las piezas defectuosas y decide
cambiar de proveedor g al ingpeccionar aestoriamente ssistornillos de la 9guiente
cgjarexultan dos o masdefectuosos Se calculalaprobabilidad de qued
vendedor cambie de proveedor.

Procedimiento |. Definicion delavariable
X: “cantidad de defectuosos en la seleccion de seistornillos’

[1. ldentificacién del modeo. Por las condiciones del problema, s deduce que la
muestra 2 tomo sn reemplazo; ademas de que @ tamafio del lote esfinito e igual
a 30y svlo stienen dos dlases de componentes, con y Sn defectos Por tanto, X es
unavariable hipergegométrica, con N=30, n=6ym=5.

[11. Aplicacion delasformulas Secalculalaprobabilidad dequeen unacaaseencuentren
dos o mésdefectuosos en laingpeccion destoriade seisdedlos

5~25 5~25
22)=1- =0)+ =1]=1- + .
X>2)=1-[P(X =0)+P(X =1)]=1 ngg Cégg 0.25435

6 6

eslaprobabilidad de queen unatomaaleatoriade sistornillosde unacajaresulten
dos 0 més defectuosos.

Bercicio 4

1. Supdn que un radiorreceptor contiene sEs trandgores de los cuaes dos on defec
tuosos Seprueban trestrandgorestomadosal azar. Dada Y ="cantidad de defect uosos
enocontrados’, calculala digribucon deprobabilidad para Y.
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Nota

2. Enunlotedediezproyectilesse digparan cuaro a azar. S € lote contiene canco pro-
yectilesque no digparan

a) calculalaprobabilidad de queloscuatro digaren
b caculacuantosde loscuatro s egperaque disparen

3. Parahacer un reporte de control de calidad sobre la fabricacion de videos de un lote
de 25 sstomaunamuedraal azar de dnoo deédlosy s prueban, en caso dequeno s
encuentren dementosdefectuosos € reporte se determinacomo satisfactorio. Calcula
la probabilidad de que d reporte resulte satifactorio 9 en € lote seencuentran cuatro
videosdefectuosns

4. Enlaaduanade un aeropuerto, debido alagran afluencia de pasgeros Sdlo srevisa
al0% dedlosalasdida. S deun grupo de 20 turigas, docetienen comprasmuy por
arribadelacantidad permitida, calculalaprobabilidad de que dos personasrevisadas
tengan que pagar losimpuestos correspondientespor exceso de compras permitidas

5. Setoman dn reemplazo ocho objetos de un lote con quince Sn defectosy seis con
defectos

a) calcula la probabilidad de que s encuentren dos defectuosos entre los ocho
objetosde lamuedra
b caculacuantosse esperaque no tengan defectos

6.5 Modelo de Poisson

El Gltimo de los model os probabilisticos discreto que se andizardes d moddo de Passn!
Ege moddo egudia los experimentos cuyos resultados tienen lugar en intervalos
continuos? de tiempo, &reas, volimenes, etc. Antes de seguir, cabe mencionar que €
modelo de Poisson es de variable deatoria discreta, pueso que en sus experimentos
lo interesa la cantidad de resultados que pueden ocurrir en un intervalo (de los antes
mencionados), masnola continuidad dd intervalo

El modelo de Poisson tiene muchas plicaciones s2 emplea generamente cuando s
deseaoptimar lostiempos tanto de eperacomo de servicio; aedetipo de problemasseles
[lamalineasdeegpaa o teriadeadas

Laformalizacion del modelo de Poisson, desde nuestro punto deviga, esunadelas
mas complicadas (delosmodelosdiscretos), yaque hacereferencaalateoriainfinitesmal,
por lo que s omitiran algunas de susdemostraciones

Para gemplificar la definicion de experimento de Poisson a hablar deintervalo, se hara
referendiaal tiempo (tomando en cuenta que en lugar de tiempo se podriatraar de un
area, un volumen, etcétera).

L En honor a matemético francés Sméon Denis Poison, quien nacio en Pithiviers en 1781, y muri6 en Paris
en 1840. Fue uno delos creadores de lafiscamatematicay autor de una srie de trabgos sobre mecanica
celede, eladicidad, capilaridad, cdculo de probabilidadesy magnetismo.

2 Debido alosintervalos continuosen los que ocurren losmodel os de Poison, éstostienen edrecharelacion
con los model os continuos de tipo exponencid; esto se analizarden launidad 8.
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Definicion 6.14

Un experimento de Poisson debe cumplir las siguientes tres condiciones:

1. Los resultados de intervalos que no tienen puntos en comun son independientes. Esto es, los
resultados que ocurren en (tl, t2) son independientes de los que transcurran en el intervalo
(t3, t4), cuando los intervalos son disjuntos. Se dice que el experimento de Poisson, en su
ejecucién no tiene memoria.

2. Laprobabilidad de que un resultado ocurra en un intervalo de tiempo mucho muy pequefio
(t, t + At) es una cantidad de orden At. Esto es, la probabilidad de obtener exactamente un
resultado en un intervalo pequefio es proporcional a la longitud del intervalo.

3. La probabilidad de que ocurra mas de un resultado en el transcurso del intervalo (t, t + At) es
una cantidad mucho méas pequefa que At. Esto significa que la probabilidad de obtener dos o
mas resultados en un intervalo pequefio es minima.

De acuerdo con la metodologia que s ha adoptado, s pasa ala definicion de la
variable aleatoria corregpondiente, y los experimentos o procesos de Poisson.

Definicién 6.15

A la variable aleatoria X definida en un experimento de Poisson que representa la cantidad de
resultados que ocurren en el intervalo de tiempo (to, 1), se le llama variable aleatoria de Poisson

En egascondidonesresultaque X esdiscretacon valores 0, 1, 2, 3, . . .
Losintervalosdependen del experimento y pueden ser:

e un minuto, un dia, unasemana, un afio, etcétera.
e un metro cuadrado o clibico, unahectérea, etcétera

A continuadon se presentan algunos gemplos de experimentos aleatorios que s
condderan dentro de un modelo de Poisson.

Bemplo 9 1. Lacantidad dellamadastdefénicasaun conmutador en un intervalo de cinco
minutos.

Lacantidad de accidentes automotores mensualesen un crucero determinado.
Lacantidad de carros que llegan aun esacionamiento en unahoradeterminada.
El nimero de particulas que pasan através de un contador en un milisegundo.
Lacantidad de erroresde captura por paginaen un documento.

Cantidad de arbolesinfectadospor ciertos gusanosen un érea determinada.
Llegadas de dlientesa unatienda durante un determinado intervalo de tiempo.

NoohkwdN

Sedmbolizapor Pk;At) = P(X =K): “laprobabilidad de que en € experimento de
Poisson ocurran k resultados en un intervalo (t,, t)’ (donde 7. esun parametro que sera
definido a fina del teorema 6.15).

En d sguiente teorema se proporcionalaformula para calcular probabilidades de
mode os de Poisson; sn embargo, debido asu complejidad no se hard lademostracion.

Teorema 6.14

Dada X como una variable aleatoria de Poisson en el intervalo (to, )y R, = {0 1 2.1}
(representando por t la longitud del intervalo (tO' t)), entonces

kK At

At) e

PkiAt)=P(X =ky= LD €

k=0,1,2,..
k!
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De acuerdo con lametodologia adoptada, a continuacion se defineladigribucion
de probabilidad correspondiente.

Definicion 6.16
Se llama distribucién de probabilidad de Poisson  a las parejas (K, P(k; At)), para k igual a
0,1,2,3,...

En d dguiente y dltimo teorema de la unidad s verifica que efectivamente la
definicion anterior serefiere aunadigribucion de probabilidad. Ademéas s deducen las
férmulas corregpondientes a valor eperado y lavarianzade lavariable.

Teorema 6.15
Dada X como una variable aleatoria de Poisson en un intervalo de longitud t y RX ={0,12,..},
con parametro A, entonces

i P(;At) =1
k=0

1 =E(X)=At
o2 =V(X)= At

Demostracion Lasumatoria se deduce de manerainmediata de la serie
o X
k= Ok|
puesto que
S e ey (1) At At (M) Aty At
ZP(k,M)_ZTe =e Z =@t =1
k=0 k=0 k=0

Parad vaor eperado se emplearalaserie

k!
yd cambio devariablek—1=m
(N @) ZOO™ et O™
E(X) = zk{ } kzl(k 1)| _ﬁgo e =te EO o = te M) = at

Paralavarianza se empleard d teorema 5.2
V(X) = E(X?) - E(X) = E(X(X — 1))+ E(X) —E*(X)
Calculando E(X(X — 1)) delamismaformaen que s realizd en  vaor egperado

1) () &A™
EXX(X -1) = Zk(k 1){ } ;(k 2)|e _EOTe =

(M)

aape® s U grpe ety -y

m=0
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Por condguiente
V(X) = EQX(X —1))+ E(X)— E2(X) = (At)? + (At)— (At)? = At

En d teorema 6.14 s presento € pardmetro A, d cual s puedeinterpretar ahora,
puesto que en d teorema 6.15 s demostro que E(X) = At; por tanto,

_EX)
Tt

A

representalarazon esperadade resultadosen d intervalo de esudio.
Encandequet = 1 (unahora, un dia, un metro, etc.), laformulaanterior se reduce
al =E(X), y eerpealafdmula snylificada parae calculo de probabilidades

kgt

PkA) ==

Bemplo 10 1. Enunatiendalosdientesllegan a mogtrador conforme unadigribucién de Poisson
con un promedio de diez cada hora. En unahora dada, s calculala probabilidad de
gue lleguen a menoscinco dientes

Procedimiento

. Definicion delaveriable
X: “cantidad de dlientesque llegan alatiendd’

I1. Clagficacion del modelo. El promedio esde diez dientes cadahora

dientes
hora

A=10

en un intervalo de unahoradada, esdecir, t = 1h

[11. Aplicacion de lasformulas Seemplea

kgt

PkA) ==

con k> 5yscalcula
P(X 25)=1-P(X <4) =1—[P(X = 0)+ P(X =1) + P(X = 2) + P(X = 3)+ P(X = 4)] =

10100 &2040 20102 0103 10104
| e~ (0) +e 20y +e @0) +e 20) +e @0)
0! 1 2! 3! 41

1 =1-0.0293=0.9707

Laprobabilidad esbagantegrande, puesto quea consderar un valor egperado
de diez clientes sera muy probable que cinco o mas dlientes lleguen en € transcurso
de unahora (ver los higogramas con diferentesvalores de E(X) a fina del gercicio
dguiente).

2. Alrevisar lacalidad en d pulido de un lente, ciertacompafiiaacosumbradeterminar
e nimero de manchasen lasuperficie consderando d lente defectuoso S treso més
de tales manchas agperezasy otro tipo de defectos gparecen en é. S d promedio es
dos defectos por cm?, calcula la probabilidad de que un lente de cuatro cm? no sea
congderado defectuoso.
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Procedimiento

|. Definicion delavarigble aleatoria
X: “cantidad de defectos que aparecen en €l lente”.

I1. Identificacion del modelo. El promedio esdos defectos por cm?; es decir,

5 defectos

sz

A=

Paraqueun lente de 4 cm? searevisado, setiene quet =4 cm?,
[11. Aplicacion de lasformulas Setiene, por tanto E(X) =it = 8 defectos
Paraque un lente no sea consderado defectuoso debe tener menosde tres defectos
Por tanto, la probabilidad que se debe calcular esque un lente de 4 cm? tengamenos
de tres defectos (es decir, etéen buen estado)

P(X <3 =PX=0)+PX=1)+P(X=2)=

8/a\0 8rq\l —8rq\2
e® e® . ¢ 2(|8) ~0.0138

0! 1!

A continuacion se preentan algunos hisogramas para la distribudaon de Poisson.
En dlosse puede gpreciar queladigribuciéon de probabilidades se concentraarededor del
vaor egperado. Esdexcir, con vaores eperados pequefios ladigribucén de probabilidad
< concentra en los puntos inicides pogeriormente, las probabilidades s aproximan a
cero. En loshigogramas de abgo s apreciaque, a aumentar € vaor de i, ladigtribudon
e gproximaaun modelo Smétrico:

0.607

0.6 u=At= 05 06 T u=At=1
0.5 05 4+
©® o
k) ko] 18 8
g 04 g 04435 3
2 .
2 03 S 03+ 3
s S ., 2
N = E o o
5 o2 & 0.2_ _
T w o = o o o o
0.1 01 4 2 5 8 8 8 8 8 8
. S o © © © o o
0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Variable aleatoria Variable aleatoria
0.6 w=Aat=2 u=At=5
0.5
g 04 - K
B NN B
= N N =
T o3 S = o 8 e e
Q © = Q - = o©
S 0242 S o [} S S ¥ x
o S 3 o s 2
S g & 9 = g g s & 8§ @
0.1 8 T 8 8 8 8 _h%;i
S © © © © o s o
0 1 1 1 1 1 L L Ll L 1 1. 1 1 Il 1 1 1
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 4 5 6 7 8 9 10
Variable aleatoria Variable aleatoria

Probabilidad

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 190 2
Variable aleatoria
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Bercicio 5

1

Una scretaria promedia dos errores a escribir una padgna. S los errores son
independientes y Sguen un proceso de Foisson, calcula la probabilidad de que
cometauno o méserroresen lasguiente paginaque excriba

S @ nimero de coches que llegan a un estacionamiento esde ocho cada horay su
llegada sgue € proceso de Poisson, calculalaprobabilidad de que en un periodo de
diez minutos lleguen a estacionamiento (comenta e resultado obtenido)

a) entretresysasautomoviles
b masdedosautomoviles

Al revisar lacalidad en d pulidodeun lente, ciertacompafiiaacosumbradeterminar
e ndmero de manchas en la superficie, condderando € lente defectuoso 9 tres
0 més de tales manchas agperezas y otro tipo de defectos gparecen en . S d
promedio esde dos defectos por cm?, con distribucion de Poisson

a) calculalaprobabilidad de que un lente de 1 cm? no sea congderado defectuoso
b calculalaprobabilidad de que un lenteredondo con un diametro de1 cmno s
le catalogue como defectuoso

Desde 1996, d cierre de empresas por problemas finanderos ha ocurrido, en
promedio, arazon de 5.7 derres por afio. Supén que & nimero de derres por afo
tiene digtribucon de Poisson, calculala probabilidad de que ningunaempresaderre
durante un periodo de cuaro meses.

Supo6n que una cgjera de un banco aiende en promedio a 4.5 dientes por cada
diezminutosy que la cantidad de personas atendidas sgue un proceso de Poisson,
calculalaprobabilidad de que unacgeraatiendaasdlo dosdientesen d transcurso
de lossguientesdiez minutos.

Hercicios propuestos

1

Laprobabilidad de que un motor, recién gustado, tire acate en losprimeros100 km
por losretenesesde 0.05. S diezautomoviles se gudan en un taller mecanico

a) caculalaprobabilidad de que por lo menosdostiren aceite por losretenes
b de los sguientes 200 automoviles que £ gugaron en dicho taler, calcula
cuantos e eperaquetiren aceite por losretenes

Segln las edadidicas de una ciudad, en cierta zona se cometen en promedio diez
asdtosdiariosa conductoresde autos S losasatosson independientesy s gpegan
aun proceso de Poisson

a) calculalaprobabilidad de que en un diase cometan méasde diez asaltos
b caculalaprobabilidad de que entrelas6:00 y 12:00 AM no se cometan asaltos

La probabilidad de que un esudiante de aviacion gpruebe € examen excrito para
obtener sulicendadepiloto es0.6, calculalaprobabilidad de que apruebed examen
en d tercer intento.
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10.

S € costo de pasgje por personaen d trangporte publico es $2.50 y cada vehiculo
trangportaen promedio doce pasgjeroscada30 minutos suponiendo quelacantidad
de personastransportadas sgue unadigribucion de Poisson

a) caculad ingreso egperado por diade trabgo de un chofer (un diade trabgo
equivale adiez horas), 9 invierte 200 pesosdiariosen gasolina

b calculalaprobabilidad de que en un intervalo de 30 minutos, trangporte a lo
maslamitad del promedio dado anteriormente

Una cgja contiene cuatro naranjasy dos manzanas. Setoman tresfrutassn reem-
plazo. S X esla variable aleatoria definida como d nimero de naranjas que
tomaron

a) calculalaprobabilidad de que P(X > 2)
b caculalaprobabilidad anterior 9 se permite @ reemplazo

En un amacén los dientes llegan @ modrador de caja en promedio de Sete por
hora, de acuerdo unadigribucion de Poisson. En unahora dada, calculala proba
bilidad de que

a) no lleguen masdetresdientes
b Ileguen exactamente cinco clientes

En unapoblacén 40% esfumador. S stomauna muestrade 20 personasa azar

a) calculalaprobabilidad de que diez sean fumadores
b calculalaprobabilidad de que masde sete sean fumadores

La probabilidad de que un diente acuda a modrador de una tienda de abarrotesen
cualquier periodo de un segundo es 0.1. Supén que los clientes llegan de manera
alegtoriay, por tanto, lasllegadasen cadaintervalo de un segundo son independientes

a) cacaulalaprobabilidad de quelaprimer llegadaocurraduranted tercer intervalo
deun segundo

b calcula la probabilidad de que la primer llegada ocurra después del tercer
intervalo de un segundo

Tres personas lanzan unamoneda al aire, d duefio de la moneda que resulte con
cara diginta pagara la comida. S los tres resultados son iguales las monedas s
lanzan nuevamente, calculala probabilidad de que s necesten mésde dosintentos
paradeterminar al perdedor.

Un lote de 25 cinescopios de color s2 somete a un procedimiento de prueba de
aceptacion. Este condgte en tomar cinco cinescopios Sn reemplazo y probarlos s
doso menoscinescopiosfalan se aceptad lote, en caso contrario serechaza. Supon
gued lote contiene cuatro cinescopios defectuosos

a) calculalaprobabilidad de qued lote pasela prueba
b calculacuantosde loscinco cinescopios se esperaque no resulten defectuosos
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Un examen de opcion multipleconstade 15 preguntascon cinco respuestasposbles
cadauna, delascualessolamenteunaes correcta. Supdn queuno delosesudiantes
contesa € examen a azar, calcula la probabilidad de que contese correctamente
a menosdiez preguntas. Qué teindicad valor de la probabilidad obtenido, con
respecto alasposbilidades de pasar del etudiante?

De un grupo de aspirantes para cierto trabgo indugrial 30% tiene entrenamiento
avanzado en programacion. Los aspirantes son entrevisadosuno trasotro, a azar.
Calculalaprobabilidad de que s encuentre a primer aspirante con entrenamiento
avanzado en programacion hagalaquintaentreviga

Supo6n que la cgiera de un banco atiende en promedio a 4.5 clientes cada diez
minutosy que la cantidad de personas aendidas por la caera Sgue un proceso de
Poisson. Supdn, también, que la cgjera es observada durante seisintervalos de diez
minutosy e obtienen saisobservacionesindependientes, calculalaprobabilidad de
gue en menosde dosde dichosintervalos lacgerasdlo aiendaatresclientesen €
transcurso de diezminutos.

En una tienda s encontré que la venta de cierto articulo sgue un proceo de
Poisson con promedio de cinco ventas d dia, calculala probabilidad de que en un
diad articulo

a) sapedido masde sisveces
b g lospedidosdiariosse suponen independientes, calculalaprobabilidad de que
tengan que pasar masde cuatro dias paraque oliciten mas de sais pedidos

Autoevaluacion

1

En un amacén, losdlientesllegan a mosgtrador decaaconformeunadigribucion de
Poisson con promedio de Sete por hora. En unahoradada, calculala probabilidad
de quelleguen a menosdosclientes

a 0.8716
b 07415
9 0.6781
d 09927

Laprobabilidad de que un motor, recién gustado, tire acate en losprimeros 100 km
por losretenesesde 0.05. S diezautomdvilesse gudan en un taller mecanico, calcula
laprobabilidad que menosde cuatro tiren acete por losretenes

a 0.001
b 0999
9 020
d 0.80

Un profesor que imparte ecuadiones diferenciales encuentra que ocho de sus 27
aumnos no saben integrar por fracciones parciales El coordinador académico
examina a cuatro alumnos de e grupo a azar, calcula la probabilidad de que d
menos dos alumnos de esta muestra no sepan integrar por dicho método.
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a) 0.6626
b 03374
9 025

d 0476

La probabilidad de que un esudiante de aviacion gpruebe € examen excrito para
obtener sulicendadepiloto es0.6, calculalaprobabilidad de queapruebed examen
antesdel cuarto intento.

a 0936
b 0129
9 0.064
d 0.8704

En una ciudad s efectuaron encuestas a un gran nimero de amas de casa para
saber 9 por lanoche € agua de su casa & salia de las cigernas, s encontré que
goroximadamente 5% contest6 afirmativamente. Calculala probabilidad de que a
ingoeccionar 20 casas, por lanoche, a menosen unadedlassetired agua

a) 0.3585
b 04780
9 06415
d 05220

Unadelasmaquinasparadaborar tornillosmilimétricosse descompuso, por lo que
un gran ndmero de tornillos resultd defectuoso. Paratratar de evitar pérdidas, en
cada cajade 30 tornillos se colocan cinco defectuosos (25 sn defectos. El vendedor
de tornillos comienza a recibir reclamos por los defectuosos y decide cambiar
de proveedor s antes del cuarto de los sguientes envios recibe una cgja donde a
revisar aleatoriamente sistornillos se encuentran dos o mas defectuosos Calcula
laprobabilidad de qued vendedor cambie de proveedor.

a) 0.5854
b 04146
9 0167
d 0.833

Para llevar a cabo un reporte de control de calidad sobre la fabricad6n de videos
< andizan lotes independientes de quince videos, cada uno. S de cada uno de
edoslotes e dige unamuedraaleatoriade tresde elosy s prueban condderando
gue € productor ha pueso en cada lote dos defectuosos, € total de los videos s
comprarg, 9 degpuésde analizar un lote no se han encontrado defectuosos Calcula
laprobabilidad de que bgo estas condicones se compre d total de videos

a 03714
B 020
9 0.6286
d 0.80
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De un grupo de aspirantes para cierto trabgo industria 30% tiene entrenamiento
avanzado en programacion. Los apirantes son entrevisadosuno trasotro, a azar,
calculala probabilidad de que s encuentre @ tercer agpirante con entrenamiento
avanzado en programacion hada lasxtaentreviga

a 0917
b 0.050
9 0093
d 0.504

Una compafiia quiere evaluar sus procedimientos de ingpeccién en embarques de
50 articulos idénticos El procedimiento congste en tomar una muestra de cinco
y aceptar € embarque S no s encuentran més de dos defectuosos, calcula qué
proporcion de embarques con 20% de articul os defectuosos seraaceptada.

a) 0.0483
b 0897
9 0103
d 09517

El promedio de automoviles que entran a tune de una montafia es de un coche
cada dos minutos S la entrada de los coches al tlind sgue una digribucion de
Poison, calcula la probabilidad de que € nimero de coches que entra a tlne
durante un periodo de dos minutosexceda de tres.

a 0981
b 0019
9 0568
d 0432

Respuestas de los ejercicios

Hercicio 1

1

a) 0.2662
b 09718
9 10

a) 04557
b 17

a 0.0058
b 475
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4.
a) 0.0577
b 0.5881
5.
a) 0.6083
b 2
Hercicio 2
1. 04633
2.

a) 0.0039
b tedrico 1.333

a) 0.0256
b tedrico 1.67
4. 0.8587

a 0.063
b (0.3°

Hercicio 3
1.
a) 0.00015
b 0.028
2. 0.0604
3. 0.0107
4

a 0.9728
b 15

Hercicio 4

1. P(Y=0)=02,PY=1)=06, P(Y=2)=02,

2.
a) 0.0238
b 2
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3. 0.3830
4. 0.34737
5

a) 0.36894
b tedrico 5.7, gproximado 6

Hercicio 5
1. 0.8647
2.

a 01502
b 0.1506

a) 0.6767
b 0.7909
4. 0149

5. 01125

Respuestas de los ejercicios propuestos
1

a) 0.0861
b 10

a) 04170
b 00821

0.096

a) $400
b 0.0458

a 08
b 0.7407
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a) 00818
b 01277

a 01171
b 05841

a) 008l

b 0729
9. 00625
10.

a) 09833

b 4.2
11. 0.0001
12. 007203
13. 0.7319
14.

a) 02378
b 0.337%

Respuestas de la autoevaluacion

1 d
2. b
3. b
4. 3
5 ¢
6. a)
7.9
8. 0
9. d

10. b



