UNIDAD 4

Derivadas Il

Objetivos

Al terminar launidad, el aumno:

Aplicaralaregla de la cadena para calcular derivadas.

Calculardla derivada de las funciones exponencia y logaritmica.
Utilizara la funcién logaritmica para simplificar la obtencion de las
derivadas de ciertas funciones.

Calculardla segunday latercera derivada de funciones.






Introduccién

Cuando se calcula la derivada de una funcion, en todos los puntos donde
esderivable, setiene como resultado otrafuncion. Si sederivaestanueva
funcion se obtienelasegundaderivadadelafuncion original . Al continuar
el proceso derivando losresultados obtenidos de laderivacion previase obtienela
tercera, cuartay, en general, lan-ésimaderivada de lafuncion origina. Deigua
maneraque la primeraderivada proporcionainformacién del comportamiento de
lafuncion, lasegundaderivadatiene su utilidad no solamente en lainterpretacion
grafica de la funcion, sino que su interpretacion es larazon de cambio delarazon
de cambio que se aplica a problemas de administracion y economia.

En esta unidad también se revisaran |as técnicas de derivacion desarrollando
laregla de la cadena para funciones compuestas y las derivadas de las funciones
exponencial y logaritmica. A su vez, aprovechando las propiedades de
simplificacion que tiene el logaritmo se desarrollara una técnica para facilitar la
obtencidn de la derivada de ciertas funciones.

4.1. Laregla de la cadena

Existen situaciones en la practica en las que una cantidad es funcién de una
variable, lacua asuvez esfuncion de unasegundavariabley serequiere calcular
laderivadadelaprimerafuncion respecto alasegundavariable. En otras palabras,
esta situacion hace referencia ala derivada de una funcién que es e resultado de
la composicién de otras dos funciones.

Observemos el siguiente caso: f (x) = vx* —1. Estafuncion no corresponde
aninguno de |os casos de derivacion yaestudiados, yaque esel resultado deredizar

la composicion de dos funciones conocidas g(x) = X% =1, h(x) —Jx.Edoes
f(x)=(h o g)(x)
=h(g(x))
=h(x*-1)

=\x* -1

Para calcular la derivada de la composicion de funciones se tiene la llamada
regla de la cadena, que se presenta a continuacion:
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Regla de la cadena . Si las funciones g y h son derivables, la funcién

compuesta f = (h o g) también lo es, y su derivada en cualquier valor x
esté dada por la expresion:

f() =h"[g)] - g'(¥) D

Con paabras se dice que la derivada de la composicion de dos funciones es
el producto de las derivadas de las funciones, sin olvidar que la derivada de la
altima funcién (la tltima que se calcula) se determinaen € vaor de la primera
funcidn. Tambi én se dice que laderivadade unafuncién compuestaesladerivada
de la funcién por la derivada interna.

Hemplo 1
¢Cud esladerivadadelafuncion f(x)=+x*-17?

Saluddn:  setiene quef(x) = h(g(x)) donde g(x)=x* -1y h(x) = Jx. Como
g'X)=2xy h‘(x):zi, al aplicar laregla de la cadena obtenemos que:

Jx
f'(x)=h"(x*-1)-9'(x)
1
-—— .2
2% -1 §
X

N

Si en lafuncion compuestay = f(x) = h(g(x)) definimos u = g(X), tenemos que
y =1(u) y lareglade la cadena se puede expresar de la siguiente forma usando la
notacién de Leibniz parala derivada:

& _dydu

= 2
dx dudx @)
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Hemplo 2
Usando laexpresion ;ﬂ = ;ﬂ% paralaregladelacadena, ¢cud esladerivada
X du dx

delafunciény = (X2 + x)""?
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Soludén: al llamar u=x*+ xlafuncion sereducealaformay = u’’y podemos
calcular las derivadas en forma directa:

& =7u"® 'y L
du dx

dy _dyd

Seutilizalaregladelacadena — = Yy paracalcular laderivadasolicitada,
dx du dx

se sustituyen los resultados obtenidos y se tiene:
y'= % =77u"(2x+1)
Se sustituye el valor de u en funcion de x:
y'= dy 77(x% +x)°(2x+1)

&:
Hemplo 3
¢Cué esladerivadadelafuncion y =31+ x* ?

Soludon:  escribiendo la funcion en la forma y=(1+ x3)%' se calcula la

derivada tomando en cuenta que dy _dydu

dx du dx
Donde: y=ul®
u=1+x
Asi tenemos que & L 3(3x%)
dx 3
Por lo tanto @ 1 1+ x3)%*(3x?)
dx 3

=1+ Xs)—zs 161

La regla de la cadena para potencias

El giemplo anterior esunasituacion particular, muy usual enlapréctica, dela
composicion de dos funciones, donde la Gltima es una funcién potencia.
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Se trata de una funcion de laforma y = [g(x)]n donde g(x) es una funcién
cualquieray n esun nimero real. Su derivada esta dada por la expresion:

y =d1[g(x)]“ —Hg g0 ()
X

Hemplo 4
¢Cudl esladerivadadelafuncion R(x) = (3x—2)"°(5x* + x-1)*?

Soluddn: 1o primero que seobservaesque setratadeladerivadadel producto
de dos funciones:

f(X)=(Bx-2" y g(x)=(5BXx+x-1)"
Pero antes de aplicar la regla para un producto es necesario calcular las
derivadas de estas funciones aplicando la expresién (3) acadaunade ellas.
f'(x) =10(3x—-2)°-3=30(3x - 2)°
g'(x) =15(5x" + x—1)** - (10x +1)

Recordemos que laregla de un producto es (f g) '= fg'+ gf 'paraaplicarlaa
lafuncion R:

R'(X) = (3x—2)15(5x>+ x—1)* (10x + 1) + (5% + x —1)*® 30(3x — 2)°
Factorizando la expresion tenemos.

R'(X) = 15(3x—2)° (5% + x— )" [2(5x%2 + x — 1) + (3x=2)(10x + 1)]
R'(X) = 15(3x — 2)° (5% + x — 1)* (10x2 + 2x —2+30x? + 3x — 20x — 2)
R'(X) = 15(3x — 2)%(5x?+ x — 1)4(40x? —15x — 4)

Hemplo 5

En cierta empresa el costo total de fabricacion de u articulos durante el
horario de produccioén diario esta dado por la expresion C(u)= 3u?+ u + 9
pesos. Si al mediodia ya se han producido 40 articulos y durante latarde se
fabrican articulos adicionales a un promedio de 10 articulos por hora. La
expresi 6n u(t)=40+ 10t indicael nimero de articul os que se producen en t horas
de trabajo después del mediodia. ¢(Cudl eslarazon ala que cambia el costo
total de fabricacion con respecto al tiempo una hora después del mediodia?
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Soludon: €l propdsito es determinar la derivada de la funcion costo total
C(u)= 3u? + u+ 9 con respecto al tiempo, esto es:

dC .
o cuandoel tiempoest =1

Al utilizar laregla de la cadena tenemos:
dc_dcdu
dt  du dt

Lo que debemos hacer es calcular la derivada de la funcién costo total con
respecto ala cantidad u y la derivada de la funcion costo con respecto al tiempo
t, estoes:

d—C:i(3u2+u+9):6u+1y %:£(40+10t):10

du du dt dt

Reemplazando | os resultados obtenidos en ac :d—C% setiene:
u

(?j_(t: = (6u +1)(10) = 60u +10

Como u=40+ 10t se obtiene que:

Z—f: 60(40+10t)+10

?j—(t:: 2 400+ 600t +10

a@ =2 410+ 600t
dt

Ahorase calcula ?j_(t: parat = 1y tenemos:

a =3010

t=1
Por tanto, larazon alacua cambiael costo total de fabricacion con respecto d
tiempo, una hora después del mediodia, es de $3 010 por hora.

Hercicio 1

Obtén la derivada de las siguientes funciones.
Ly=(x*+4x+6)°

2.9(X) =V X* - 7x
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1
(t* -2t -5)*
4. g(t) = (612 + 5) (8- 7)*

5.F(s)=vs* +1(s° -1*

7. Una organizacion no gubernamental de proteccion del ambiente, que
realiza estudios en diferentes poblaciones, ha estimado que el nivel promedio de

mondxido de carbono en el airees ¢(p) = 4/0.4p” +15 partes por millon cuando
el nimero de habitantes en cada zona sea p-miles. Los estudios permiten estimar
que los habitantes en miles en e momento t afios serd p(t) = 3.1+ 0.1t miles.
¢A qué tasa cambiara el nivel de mondxido de carbono con respecto a tiempo
dentro de 5 afios si |as condiciones ambientales no cambian?

8. Enunaindustria el costo total de fabricacion de q unidades producidas en
una jornada diaria es C(q) = 0.4g? + q + 800 pesos. Con base en un estudio se
determind que € nivel de produccién esta dado por g(t) = t2 + 130t unidades que
se producen durante las primeras t horas de una jornada de produccion. Calcula
larazon alacual cambiad costo total de fabricacion con respecto a tiempo una
hora después de iniciada la produccion.

3.f(t) =

4.2. Derivadas logaritmicas y exponenciales

Lasderivadas delasfunciones exponencial y logaritmicano se pueden obtener
por ninguna de las reglas expuestas hasta ¢l momento; usaremos la definicion
para obtenerlas.

S y=¢€", entonces y‘:(;ﬂ:eX (4)
X

la derivada de la funcion exponencia con base e(e=2.7182) esigual ala
funcion misma, calculando de acuerdo con la definicion:

_dy lim f(x+Ax) - f(X)
dX_Aan AX
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X+AX X
=lim———— como € =¢e™
Ax—0 AX
Ax—0 AX
1 -1
e lim
=0  AX
La siguiente tabla nos permite ver que lim——=1:
x>0 AX
AX —-0.001| -0.0001 | —0.00001| O] 0.00001 | 0.0001 0.001
eAA—l .999500| .999950 | .999995 1.000005 | 1.00005 [1.0005
X
entonces:
y' = e( ° 1
y'=e
Hemplo 6

¢Cud esladerivadadelafunciény = e??

Soludon:  lafuncion dada es la composicion de lafuncion exponencia con
la funcidn f(x) = x? por lo tanto su derivada la obtenemos usando la expresion

dy _dy

— queeslareglade lacadena

dx du dx
Seau = ¥4, y = €', entonces ﬂ:ﬂﬂ: €"(2x) . Al reemplazar u por su
dx du dx
valor en x, obtenemos ;ﬂ =y'= 2xe®
X

Entonces tenemos que la derivada de una exponencial con un exponente
gue a su vez es una funcion, esigual a la misma exponencial multiplicada por
la derivada del exponente.

Simbdlicamente tenemos:

S y=e entoncesy'= e g'(x) (5)
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Hemplo 7
¢Cud esladerivadadelafuncion y=e’*?

Soludon:  al aplicar laexpreson (5) obtenemos:

/X
1 \&le%_ex

R W
Hemplo 8

1
¢Cudl esladerivadade y=ex?

Soludon:  al aplicar laexpreson (5) obtenemos:

Paralafuncion logaritmica se tiene:

Si y=Inx entonces y'=

(6)

1
X

Parax >0, 9 y = Inx significa que € = x derivando esta Ultima expresion con
respecto ax, resulta:
dx dx
eyﬂzl
dx
y_1 como € =X
dx €
1 — dy — 1

166 Y= X

Hemplo 9

Si y =In x® determinemos la derivada, es decir, y'.
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Soludon:  setratade calcular laderivada de unafuncién compuesta. Aplicando

dy_dydu_1,.

laregladelacadenatenemosquesi y=Inuy u = x® entonces — = =
dx dudx wu

2
y a sustituir u obtenemosy‘:d—UZBL3 :E.
dx x° X

El jemplo anterior es un caso particular de una Situacion mas general que
podemos expresar de la siguiente forma:

f1(x)
f(x)

S y=Inf(x) entonces y' =

(7)

Hemplo 10
¢Cud esladerivadade lafuncién y:In[ZXJrBj’?
3x-1
Soludon: por laexpresion (7) setiene que:
1 (X=D2-(2x+3)3 11
~2x+3 (3x—1)? © (2x+3)(3x-1)
3x-1

Para calcular |a derivada de ciertas funciones que en principio se complican,
se hace uso de | as propiedades de los | ogaritmos:

In(a-b) =Ina+Inb

In[EJ =lna-Inb
b

Ina" =nlna

Hemplo 11

¢Cud esladerivadadelafuncionf (x) = (¢ —2)(x% - 3)(8x—5)?
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Solucion:  Calculamos e logaritmo natural de ambos lados en la funcién
dada:

Inf()=In [(x*~2)(x* -3)(8x—5)]
Inf(x)=In(x*-2) +In(x* - 3) +In(8x-5)

Calculamos ahora la derivada en ambos lados utilizando (7)

f'(x) 3% 2X 8
= + +
f(x) x*-2 x*-3 8x-5

Despejamos la derivadaf '(x):
) 3x? 2X 8
Bl T3 +
X-2 x—-3 8x-5
F () 3x? 2X 8
=l 5—=+t—F—=+
X—-2 x°-3 8x-5

j- f(x) porloque:

j (x* - 2)(x* - 3)(8x-5)

A este proceso se le denomina derivadon logaritmica

Yase ha hecho referencia alafuncion exponencial de laforma e donde e es
un nimero real positivo. Ahora, si a esun real positivo, se generaizalafuncién
exponencial definiéndola de la siguiente manera:

S a> 0, se define la funcion exponencial de base a como a* = e"@ para
cualquier nimero real x. (8)

Esasi que 2\72 esigua a efzmz _ ghitin2 _ (141)(089) _ 098 _ 5 71890% _ 9 g

Lafuncién exponencial general se diferenciadelaexponencia natural por la
constante que aparece multiplicando el exponente del nimero e, que corresponde
a Indelabase a.

A continuacion se presentaun andlisis de lafuncion exponencia general que
comprende su grafica, sus limites especiales al infinito y su derivada.

168

e Las graficas de la funcion exponencial & cuando a tomalosvaores2y 3 se
dan en las figuras 4.1 y 4.2. En todos los casos la grafica de la funcion exponencial
tomalamismaforma, ladiferencia estd dada por lamagnitud del valor dea.
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Figura4.1. Graficade la funcion y=2¢. Figura4.2. Graficade lafunciony = 3.

e Ladefinicion (8) y las figuras 4.1 v 4.2 ponen en evidencia que los limites
de las funciones exponenciales de base a, cuando x tiende al infinito, son los
mismos que los de la funcién exponencial. Es decir:

[ima* =0, lima*=0

X—>00 X—>—0c0

e Laderivada se obtiene aplicando lareglade la cadenaala expresion (8):

%(ax) =a’lna (9)
En general da :aVInaﬂ (20)
dx dx
Hemplo 12
V24X
o 3x-1

Soluddn:  Calculamosel logaritmo natural de ambosladosen lafuncion dada
y simplificamos:

169

Iny= |n{)‘33— “21"} ~In(CV2+ x) - In(3x—1)

=Inx® +In(v/2+ x) - In(3x—1)
Iny=3In x+%|n(2+ X) —In(3x-1)
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Calculamos la derivada en ambos lados de la funcion utilizando (7)

1, .1 11 1
_y :3_+___
y X 22+x 3x-1

©)

Despejamos laderivaday' y sustituimos € valor dey:

(3,1 3 X2+ X
Yo X 20+% 3x=1) 3x-1

Hemplo 13
¢Cué esladerivadadelafunciony = 572

Soludon:  aplicamos lareglade la cadenay la expresion (10):
y'=5°In5 - 2x= 2x (5) In5

Ahora bien, la inversa de la funcién exponencia de base a es la funcién

logaritmica de base a, y se define de la siguiente forma:

y=log,x & a’ =x (12)

Para saber como se calcula este nuevo logaritmo, hay que tomar en cuenta

que:
a =X, implicapor (8) quee'2=x.

Al cacular é In en ambos lados de |a Ultima expresion se obtiene quey Ina

= Inx.

Al despejar y se tiene y::ﬂ, gue a sustituir en e lado izquierdo de la
na

equivalencia (11) permite obtener:

170 Iogax:ln—X (12)
Ina

En las figuras 4.3 y 4.4 aparecen las graficas de las funciones logaritmica

paralasbases2y 3.
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+3 I3
+2 +2
+1 +1

Figura4.3. Grificade lafunciony=logx Figura4.4. Grafica de la funcion y =logx

Deestaformaesfacil cal cular funcioneslogaritmicas en cua quier basegracias
alaexpresion (12): bastacalcular € logaritmo natural del nimero dado y dividir
INM50 5.01
log,150 = =

—— =257
por el logaritmo natural de la base. Por ejemplo,

In7 1.95

Para calcular |a derivada de la funcion y = log x, basta derivar la expresion
(12) para obtener:

4 10g =12

&(Iogax) - Ina[x} 13)
Similarmente a (7) setiene la siguiente derivada:

d RENRNC)

OIX(Ioga f(x) = Ina[ f(x)j (14)

Hemplo 14
¢Cual esladerivadadelafunciony = log,(x* + x + 9)?

Soludon:  aplicamos laexpresion (14) para obtener |a derivada:

L1 2x+1
Y =3 X+ x+9
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Hemplo 15

¢Cué esladerivada delafuncién y=log,(e**")?

Soluddn:  aplicamos directamente las expresiones (14) y (5) para obtener:
. i( (e73)(6x2 + 6X) J _ 6X° +6X

~In5 @2’ +3¢ In5

Hercicio 2
Determina la derivada de las siguientes funciones:

1. f(x)=x*

2.y =log(x* + X)

x-1
3. y= |Og4 (7j

4. 9(x) =log, [Xi_lj
5. h(x) = In(x+x2 -1)
6. G(X) =+/Inx

7. y:3x2+2x—l

Aplicaladerivacion logaritmica para encontrar la derivada de las siguientes
funciones:

8. y= x%(x2 +8)%e
_ (x+D*(x-5)°
CSEN

172
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4.3. Derivadas de orden superior

Dada una funcion f (x), su derivada respecto a x esta dada por:
£1(x) = lim f(x+Ax) - f(X) (15)
Ax—0 AX
Todos los vaores de x paralos cudes d limite anterior exise condtituyen  dominio
delafundonf '. S serepited mismo procedimiento pero con f * hadendo las veces de f
enlaexpreson (15) se obtienelasegunda derivada de lafuncion respecto ax:
oy i X FA) — ()
(f'@)' = lim -
Parala segundaderivadase usalanotacion f "= (f ') 'que daaentender que
la segunda derivada de una funcion es la derivada de la derivada.
Otras notaciones para la segunda derivada de lafuncién y = f (x) son:

d 2
y" 6 —[ﬂ}d—z
dx\_dx dx

(que se lee “segunda derivada de y con respecto a x"). El superindice 2 hace
referenciaa hecho de ser la segunda derivada.

En resumen, para determinar la segunda derivada de una funcién lo que
se hace es calcular la derivada de la primera derivada, tal como lo muestra el
siguiente giemplo.

Hemplo 16
¢Cud eslasegundaderivadade lafuncion f(x) = X —x2 + 7?
Soluddn: laprimeraderivadadef (x) esf ' (x) = 3x2 —2x

Derivando la Ultima expresion obtenemos |a segunda derivada:
f"(x)=6x-2

Hemplo 17

. 1 .
¢Cud eslasegunda derivadade y = yen qué valores esta definida?

Soludon:  en lugar de usar laregla de la derivada de un cociente, escribimos
lafuncion en laformay = x* y usamos la regla que nos da la derivada de una
potencia: y' = —x?y y" = 2x3. La segunda derivada a igua que la primera, e
incluso igual que la funcion, no estan definidas cuando x = 0.
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Sgnificado de la segunda derivada

Si la derivada de una funcién en un valor x esta asociada a la razon de
cambio instantéanea de lafuncion en e punto X, qué significado tiene la segunda
derivada?

Se responde esta interrogante en la misma forma que se hizo con la primera
derivada: la segunda derivada es la razon de cambio instantdnea de la primera
derivada.

El ejemplo siguiente plantea una interpretacion de la segunda derivadaen e
contexto laboral.

Hemplo 18

Un estudio de eficiencia laboral del turno matutino de una fabrica revela
que un trabajador que empiezasu jornadalaboral alas 7:00 am habra producido
Q(t) = —t3+ 7t2 + 22t unidades en t horas de trabgjo.

a) ¢Cudl eslatasade produccion del trabajador en cual quier momento?

b) ¢Cud eslatasade produccion del trabajador al mediodia?

C) ¢A quérazon cambialatasa de produccién del trabajador con respecto a
tiempo alas 12 pm?

Soludon: &) Latasa de produccion en cualquier momento es la derivada de
la produccion respecto al tiempo, esto es:
Q'() =-3t>+ 14t + 22
b) Al mediodia el trabgjador ya ha trabgjado 5 horas, por lo tanto la tasa de
produccién es:
Q'(5) = =3(5)? + 14(5) + 22 = 17 unidades por hora

c) Larazon de cambio de latasade produccion es la segunda derivada de la
funcion de produccion, esto es:
Q"()=-6t+14
Como alas 12 pm han transcurrido 5 horas, larazon de cambio de latasade
producciédn se obtiene cal culando la segunda derivada parat = 5:
Q"(5) =-6(5) +14=-16
El signo menosindicaque latasade produccion del trabajador disminuye. Para
este caso concreto, alas 12 pm la tasa de produccion disminuye en 16 unidades
por hora.
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Tercera derivada

Latercera derivada de una funcion es la derivada de la segunda derivada, es
decir:
f ="
Si y = f(x) existen diferentes notaciones para |a tercera derivada:

s dfey) gy
dx| dx? ) dx®

Donde e superindice 2 indica que es latercera derivada.

Hemplo 19
¢Cudesson lastres primeras derivadas delafuncony = »8 + 3¢ —7x2 + 5x—5 000?
Soludon:
y' = 5x* +9x° —14x+5
y" = 20X’ +18x—-14
y" = 60x° +18

La derivada n-ésima

El proceso para obtener la derivada de una derivada puede continuar, por
giemplo, la derivada de la tercera derivada es la cuarta derivada. En generdl, la
n-ésma derivada de una funcion se obtiene derivando la funcion n veces.

Sy =f(x), la derivada n-ésma se simboliza por:
M e d(d"y) d"

y", 0, —( ni’j: Y

dx | dx dx 175

Donde el nimero superindice n indica que es lan-ésima derivada.
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Hercicio 3

En los gercicios 1 a 3 calcula las dos primeras derivadas de |as siguientes
funciones:

1.y:\/§

¢Cudntas veces tienes que derivar las siguientes funciones para obtener una
funcién constante?
4.y=4E -5 +1
5.y=5x*+ 103 —x2+ X -2
6. Generdizalasituacion anterior, esdecir, ¢cuantas vecestienes que derivar
un polinomio de grado n para obtener unafuncion constante?
7. Un estudio de eficiencia laboral del turno matutino de una fabrica revela que
un trabajador que empiezasu jornadalaboral alas7:00 am habraproducido
Q(t) = —t3+ 7t2 + 22t unidades en t horas de trabajo.
a) Calculalatasade produccion del trabajador alas 9:00 am
b) ¢A quérazén cambia latasa de produccién del trabajador con respecto a
tiempo alas 9:00 am?
8. Se proyecta que dentro de t meses el precio medio por unidad de articulos
deportivos de un almacén serd de p(t) = -3 + 4t2 + 120t + 300 pesos.
a) ¢A quérazdn seincrementarael precio por unidad con respecto al tiempo
dentro de 7 meses?
b) ¢A qué razén cambiara la tasa de precios con respecto a tiempo en estos
7 meses?

Hercicios resueltos

) : ” (2x+3)°
1. Cud esladerivadadelafuncion ¥=">—=7

Soludon:  esladerivadade un cociente que tiene por numerador laexpresion
(2x + 3)?, cuya derivada se calcula usando la regla de la cadena: 2(2x + 3)2.

Aplicando lareglade cociente setiene:
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~ (3x—D2(2x+3)2—(2x+3)*3

V= (3x=1)
(3= 4(2x+3)—(2x+3)’3
- (3x—1)2
_ 24x% - 8x+36x—12-12X° — 36X — 27
- (3x—1)2
_12x* -8x—39
- (Bx-1)?

2. ¢Cudl es la ecuacion de larecta tangente a la curva definida por f(x)
= xe“ en el punto x = 3?

Soluddn:  paraobtener laecuacion delarectatangente serequiere su pendiente
que se calcula con la derivada de lafuncion. Asi tenemos que:

fr(x)=x- (e 2x) + & =2x% +e° =& (1+2x?)
£'(3) = €°(1+18) = 19¢°

De esta manera la ecuacion de la recta tangente que pasa por
P(3, f(3)) = P(3, 3e°) esta dada por y —3e° = 19€°%(x — 3), es decir:
y = 19e’x — 54¢€°

3. ¢Cud esladerivadade y=[In(21x + 8)]*?

Soludon:  aplicando laregla de la cadena se obtiene:

=2 [In(21x+8)] - 1 .21
y 21x+8
= 42 In(21x +8)

21x+8

4. Silafuncién costoes C =8Q + 4/Q +95 y larelacin del tiempo previsto
de produccion esQ = 150 t + 2 700, ¢cud eslarazdn de cambio de costo con
respecto al tiempoent=67?

Soluddn: el objetivo es determinar d_C cuando t = 6, entonces, utilizando

dt
laregla de |a cadena se tiene que ac _dC€ dQ
dt dQ dt
dC 2 dQ

Ahora —=8+— y — =150
dQ

JQ 7ot

177
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Al reemplazar los resultados obtenidos se tiene:
L€ g2 | 150-1200+ 30 _1 200+ %
dt JQ

JQ J150t +2 700

Calculamos a Z—C cuandot= 6, por lo tanto:
t

dc
dt

30 _1500+-3%9 1505

=12004——" =
t=6 /150(6) + 2700 /3600

5. Si e precio P depende del nivel delaproduccion Q, y Q depende del nivel
de trabgjo L empleado, P=f (Q) y Q=g (L) y €l ingreso total R es PQ, ¢cud

es larazon de cambio instantanea del ingreso con respecto al trabajo, % ?En
economia estarazon se llama producto del ingreso marginal del trabajo

Sauddn: tenemosque R= P QY su derivadapor laregladel producto es:

R_pR, P ()
yqueP =f(Q)y Q=g(L) aplicamos lareglade lacadena — = (i)

dl  dQdL
Reemplazamos (ii) en (i) para obtener la derivada del ingreso total respecto
al trabgjo:

dR_Pd_QJrQ[dP de

dl - dL dQ dL
_dQ dap
T [P+Qde
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Hercicios propuestos

Evalla para cada una de las siguientes funciones la primera y la segunda
derivadaen e valor que se da.

1. f(X) =2x*-5x2 + 29, x=2
2. 9X)=0¢4)(5x¢+9),x=1
3. h(x) =293 x=0

Derivalas siguientes funciones tantas veces como se pueda para obtener una
constante. Dala Ultima derivada calculaday su valor.

4. h(t) = (6t2—4)(5t + 7)
5. r(s) = (& + 2s-10)?

Calculaladerivada de las siguientes funciones:

6. G(u)=In, |02
3u

7. y=In(x+ Inx)
8. y=In(e >+ xeX)

9. f(x) =/x2

10. g(x) = em[;j

11. g(t) :\/;
1

12. f =
) (x— 2x3)%

13. h(x) = VX+/x

14. y — e(x+ 1)(x—3)
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15. f (%) = (1 x'3)2

2x-1

16. f(X) = o

_Ar n%
17. g(t)_tz[t (1+12) }
18. y=5 7%

19. Aplicaladerivacion logaritmica para calcular la derivada de la funcion:
y- xAE +1
(3x+2)°

20. Emplealareglade la cadena para determinar las razones de cambio que

se indican.

a) El costo C esunafuncion de lacantidad Q; laproduccion es una funcion
del trabajo empleado L. Determinalarazdn de cambio de costo con respecto
al trabajo: dC/dL.

b) El ingreso R es una funcion de la produccion Q; la produccién es una
funcion del capital K empleado. Determinalarazén de cambio del ingreso
con respecto a capital: dR/dK.

¢) Laproduccion Q es unafuncion del trabajo L; € trabgo es una funcion
del tiempo t. Calculalarazon de cambio de la produccion con respecto al
tiempo: dQ/at.

Autoevaluacion

Calculaladerivada de las siguientes funciones:

1. f(x):ln(x2—1+exj
X

2. f(x)=(x*+7) (x°+6)*

180
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e —e”

4. ¢Cud eslaecuacion delarectatangentealafuncion f(x)=——
el punto x = 0? e+e

aQy=x
b)y=e¢
cy=ax+e
dy=x+e

5. Empleala derivacién logaritmica para calcular las derivadas de cada una
de las siguientes funciones:
a) g(¥) = (x*+ 7)(x* + 6)(x* + 2)
(3x° - 4)(2x° +9)
X) = .
X" -5

b) h(

6. Un grupo de estudio del crecimiento demogréfico encontré que la
proyeccion de 5 afios indica que dentro de t afios |a pobl aci én de una determinada
comunidad sera p(t) = -3 + 7t2 + 46t + 250 miles.

a) Determinaaqué tasa creceralapoblacion dentro de 5 afios.
b) Utiliza el célculo para estimar a qué razén cambiard la tasa de
crecimiento demografico con respecto al tiempo dentro de 5 afios.

7. Si lafuncion costo total de una fébrica es C(q) :8q+4\/a+95 y la
relacion del tiempo previsto de produccion es q(t) =250t+ 2 850, determina la
razén de cambio del costo total con respecto al tiempoent= 3

a) 23005
b) 2288.7
c) 2080.3
d) 2.000.8
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Respuestas a los ejercicios

Hercicio 1
1. y'=10(x% + 4x + 6)* (x + 2)
2x-7
X% —Tx
8(t-1)
(t* -2t -5)°
4. g'(t) = 12t(6t2 + 5)2(t3 — 7)3(93 + 5t — 21)

2.9'(0=

3. f'(t)=-

(19s® - 35 +16)s(s* -1)°

5. F'(9)=
R Vs +1
. 60(y +6)°
6. F'(y)=——Y 2
="y oy

7. 0.426 partes por millon.

8. 13 965.6 pesos por hora cuando ha transcurrido una hora de produccién.

Hercicio 2

0= x| I X
1 f'(x)=x [Z&JFXJ

oy L 3% +1

Y el ¥ x

3.y‘:i _X=2
In4{  x(x-1)

P W

IN10\ x(x—-1)
1

VX -1

5. h'(x) =

183
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1

2xy1Inx

7. y'=2In3(x+2)3 >

6. G'(X) =

2 2 8x
8. y'=x5(xX +8)*e | =+
y ( ) (SX x*+8

+2x+1j

. (x+D*(x-5)*

(3 (-x"—-6x+91)

9y

Hercicio 3

18
3.y =—-—
y 5x’

126
5x8

4. 3veces.

5. 4veces.

184 6. nVeces.

7. a) 38articulos.
b) Aumentaen 2 articul os.

8. a) 29 pesos.
b) Disminuye en 34 pesos.
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Respuestas a los ejercicios propuestos

1Lf'(2=44, f"(2)=86
2.9'()=12, g"(1)=114

3. h'(0) = 2In3, h"(0) = (2In3)? + 2In2
4. h™(t) =180

5. 14 (s) = 24

6
(3u+2)(3u-2)

(o2}

FROES

o X+1
X(X+ Inx)

7.y

X

' xe
8.y —- — —
e’ +xe

©

fr= 2{1+(2In2)x}

2Jx

10. g'(¥) = —%em@

11. g'() :_5@

o 185
12. f'() :—4(1‘—&‘23

3(x—2x3)4
13 () - —2XFL

4x\x+/x
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14. y'=2(x—1)e>D3

1
15. f'X) =————
¥ 6x 2 (1- x2)’
-24x+ 23
16. f' =
» (3x+4)°
—t 1+t +t2 42
17. g'(t) =
t3 /1+t2
18. y'= M5
X

9 Q_x%\/x%rl(i X 15 j

. + —
dx  (3x+2)° (4x x*+1 3x+2

dc_dc do
dl  dQ dL
dR_ R dQ

dK ~ dQ dK

o 9Q_dQ di
dt  dL dt

20. @)
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Respuestas a la autoevaluacion

2x+[%}+ex
1=
2 [1j X
X°—| = |+e

X

2.£109 =] x*(x° +6) | (14x° + 70x+ 24)

2. f'(x) =—

4.8 y=x

xdnxf

43 5x* 3x%?
4 + 5 + 3
X'+7 X +6 X +2

5 8 9'(X)={

j (X" +7)(X +6)(X*+2)

15x* . 6x* 28X (3¢ -4)(2x +9)
3xX°-4 2x*+9 7x*-5 7x' -5

b) h'(x){

6. @) 41 000 personas por afno.
b) —16 000 personas por aio.

7.b)
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